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CN ■ Abstract 

Le but de cet article est d'utiliser les structures complexes généralisées 



pour étendre la définition d'espace de twisteurs introduite par Penrose. Nous 
adapterons alors le théorème d'intégrabilité d'Atiyah, Hitchin et Singer sur 
' ces espaces, construisant ainsi de nouvelles passerelles entre géométrie dif- 

04 , férentielle et géométrie complexe (généralisée). Nous verrons également en 

quoi cela généralise un résultat de Bredthauer [B] . 

o : 

1. Introduction 

-t— > 

Le concept de structure complexe généralisée a été inventé par Hitchin }15| dans 
le but d'unifier les notions de variété complexe et de variété symplectique. C'est 
ensuite Gualtieri [T2] qui a donné son essor à cette théorie qui intéresse désormais 
tout autant les mathématiciens que les physiciens. On trouvera des références dans 

m- 

Le but de cet article est de généraliser la notion d'espace de twisteurs introduite 
par Penrose [TH] et surtout d'étendre le théorème d'intégrabilité d'Atiyah, Hitchin 
ly*-) ■ et Singer [T] dont un des attraits est de coder les propriétés géométriques de M en 

^ , termes de structures holomorphes sur son espace de twisteurs. Nous définirons ainsi 

1 le fibré des twisteurs généralisés Z{M) — ï M au-dessus d'une 4-variété riemanni- 

çSJ , enne (M, g), comme le fibré des structures presque complexes généralisées sur M 

compatible avec la métrique g. Nous verrons que ce fibré est muni d'une structure 
presque complexe généralisée J naturelle et que ses fibres admettent quatre com- 
posantes connexes. L'intégrabilité de J dépendra bien entendu de la composante 
rS . connexe considérée. Cela nous donnera une caractérisation simple des métriques 

d'Einstein ou des métriques Ricci plates anti-autoduales en terme d'intégrabilité 
d'une structure complexe généralisée (cf. théorème 1&3). 

Dans une dernière partie nous verrons comment étendre nos résultats en dimen- 
sion plus grande que 4, généralisant, à toutes variétés quaternioniques Kàhler un 
résultat de Bredthauer établi sur les variétés hyperkâhlers généralisées [5]. 

2. Structures complexes généralisées 

Soit M une variété de dimension 2n. En géométrie généralisée on étudie non pas 
l'espace tangent de M noté TM mais plutôt la somme du tangent et du cotangent 
que nous noterons TM = TM®T*M. Sur TM on a une pseudo-métrique naturelle 
de signature (2n, 2n) définie par : 



< A + f , Y + r] >= i (Ç(F) + rçpo) VA, Y e TM et V£, 77 e T*M. 
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Une structure presque complexe sur M est la donnée d'un endomorphisme J : 
TM — > TM tel que J 2 = —Id. Une structure presque symplectique sur M est 
la donnée d'une 2-forme anti-symétrique, non dégénérée w G f\ 2 T*M. En utilisant 
le produit intérieur, on peut voir w comme une application w : TM — > T* M telle 
que w* — —w, où w* est l'adjoint de w. La motivation première de la géométrie 
généralisée est d'unifier ces deux notions. 

Définition [15L I12| . Une structure presque complexe généralisée sur M est la 
donnée d'un endomorphisme J sur TM qui vérifie d'une part que J est complexe 
: J 2 = —là et d'autre part que J est symplectique : J* = — J. Ou de manière 
équivalent, une structure presque complexe généralisée sur M est la donnée d'une 
structure presque complexe sur TM qui est orthogonale pour la pseudo-métrique 
définie précédemment. 

Remarque. On peut montrer qu'il existe une structure presque complexe général- 
isée sur M seulement si sa dimension est paire et qu'existe des obstructions topologiques 
à l'existence de structures presque complexes généralisées sur une variété |12j . 

Propriété [151 112] . Une structure presque complexe généralisée J sur M équivaut 
à la donnée d'un sous-espace isotrope maximal L C (TM © T*M) © C tel que 
LDL = {0}. 

On note pr x : (TM © T* M) © C — >• TM (g) C la première projection. 

Définition |15l 112) . L'entier k, défini comme la codimension dans TM ® C de 
pri(L), est un invariant de la structure presque complexe généralisée appelé le type. 

La notion de structure presque complexe généralisée englobe les structures presque 
complexes et presque symplcctiqucs. 

Exemple 1. Une structure presque complexe J sur M définit la structure presque 

J O 



complexe généralisée Jj — I ^ j+ j où J* est l'adjoint de J et où la matrice 
est adaptée à la décomposition TM © T*M. Le type de Jj est n. 

Exemple 2. De même une structure presque symplectique w sur M définit la 
structure presque complexe généralisée J w — ( ^ ^ ~\ . Le type de J w est 0. 

Exemple 3. Toute 2-forme B G /\ 2 T*M définit l'application e B orthogonale pour 
la pseudo-métrique : 

e B : TM © T*M — > TM © T*M 
A i i— > X + £ + i x B 

où ix est le produit intérieur, c'est-à-dire la contraction par le premier argument 
ixB — B(X,.) Si J est une structure presque complexe généralisée sur M alors 
e~ B Je B aussi. Une telle transformation préserve le type. 

Pour parler d ' intégrabilité d'une structure presque complexe généralisée, il nous 
faut définir un crochet sur TM. On note [X, Y] le crochet de Lie de champs de 
vecteurs sur M et Cx la dérivée de Lie : 

C-X = ixd + dix- 
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On peut alors définir le crochet de Courant [5] pour tout X + £, Y + n G C°°(TM) 
par : 

[X + £, Y + rj\ = [X, Y] + Cxv - £vt - \d(i x il - iyO- 

Remarque. Les notations sont cohérentes dans la mesure où sur les champs de 
vecteurs, le crochet de Courant et le crochet de Lie coïncident. Par contre le crochet 
de Courant n'est pas un crochet de Lie car il ne vérifie pas l'identité de Jacobi. 

Définition |15L I12j . Une structure presque complexe généralisée J est dite intê- 
grable si le tenseur de Nijenhuis Nij défini par : 

Nij(y, z) = [jy, jz] - j[jy, z] - j[y, jz] - [y, z] vy, z g c°°(tm) 

est nulle sur TM. En terme de sous-espace isotrope maximal L cela équivaut à 
demander à L d'être stable par crochet de Courant. 

On peut montrer que le tenseur de Nijenhuis est linéaire, cela découle directe- 
ment de la formule suivante W, V G C°°(TM) : 

[y, /z] = f[y, z\ + (pri(y)) .fz-<y,z> df. 

Cette définition d'intégrabilité est naturelle au sens où elle généralise la notion 
d'intégrabilité des structures presque complexes et presque symplectiques comme le 
montre la proposition suivante. 

Propriété [12] . 

a) Une structure presque complexe J sur M est intégrable si et seulement si la 
structure presque complexe généralisée associée Jj est intégrable. 

b) Une structure presque symplcctique w sur M est intégrable (c'est-à-dire w 
fermée) si et seulement si J w est intégrable. 

c) Soit J une structure presque complexe généralisée et B une 2-forme fermée 
sur M. Alors J est intégrable si et seulement si sa B transformation e~ B Je B 
l'est. 

d) Il existe des variétés avec des structures complexes généralisées mais qui 
n'admettent pas de structure complexe, ni de structure symplcctique [7]. 

L'existence d'une structure presque complexe généralisée sur M est équivalente 
à l'existence d'une réduction du groupe structural de TM © T*M à U (n, n). Une 
réduction au sous-groupe U(n) x U(n) équivaut à choisir deux structures presque 
complexes généralisées J\ , J2 qui commutent et telles que la forme quadratique 
< Jiy, J2Z > sur TM soit définie positive [H]. 

Définition |12L 113] . Une structure (presque) Kàhler généralisée sur TM est une 

paire (J7ï, J2) de structures (presque) complexes généralisées qui commutent et telles 
que \/y, Z G TM : 

G(y,z) =<jxy,j 2 z> 

soit une métrique définie positive sur TM. 

Exemple. Soit (M, J, w, g) une structure kàhlerienne classique, c'est-à-dire une 
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structure complexe J, une structure symplectique w et une métrique riemannienne 
g telle qu'on ait le diagramme commutatif : 



TM s- T*M 





TM 

Considérons les structures complexes généralisées associées: 

7 _ / J \ _ / -w- 1 

Jj ~ \ -J* J ' Jlu ~ ^ w 

La métrique riemannienne g sur TM s'étend en une métrique sur TM. En identifiant 
TM et T*M grâce à la pseudo- métrique <.,.>, la métrique g peut-être vu comme 

un endomorphisme G = ( ^ ^ de TM. Comme JjJ w = J w Jj = —G, la 

paire (Jj, J w ) est une structure Kàhler généralisée sur TM. 

3. Espaces de twisteurs "classiques" en dimension 4 

Les espaces de twisteurs ont été créé par Penrose [18j pour résoudre des problème 
en physique- mathématiques. Depuis plus de 30 ans et l'article d'Atiyah, Hitchin et 
Singer pQ de nombreux travaux sur les espaces de twisteurs ont été effectués pour 
arriver aujourd'hui à une théorie bien abouti avec un très grand nombre de résultats. 
La notion de structure complexe généralisée doit nécessairement s'accompagner 
d'une notion d'espace de twisteurs généralisés qui étend la notion de twisteurs "clas- 
siques". C'est précisément ce qu'on propose de faire dans cet article. Mais avant 
cela rappelons brièvement la définition d'espace de twisteurs classiques. On consid- 
ère ici (M, g) une 4-variété riemannienne orientée (connexe) et on note 0(TM) le 
fibré des endomorphismes orthogonaux de TM . 

Définition [lj. On définit le fibré des twisteurs classiques ir c : Z C (M) — > M 
comme le fibré des structures presque complexes sur M compatibles avec la métrique: 

Z C (M) = {u e 0(TM)/u 2 = -Id}. 

La fibre Z c (4) := {u e 0(4)/m 2 = -Id} est difféomorphe à 0(4) /U{2). Elle admet 
deux composantes connexes chacune isomorphe à S 2 . Plus exactement, on dit qu'un 
endomorphisme u de TM est compatible avec l'orientation et on note u >> si 
pour tous champs de vecteurs (X, Y), la famille (X, uX, Y, uY) est linéairement 
dépendante ou positivement orientée. Les deux composantes connexes de Z C (M) 
sont : 

Z+(M) = {u G 0(TM)/u 2 = -id et u » 0} 

Z~(M) = {ue 0(TM)/u 2 = -id et u « 0}. 

Ces deux fibrés en sphère ont pour groupe structural SO(3). Leurs fibres peuvent 
donc être munies de la structure complexe de CP 1 . 

Plus généralement, sur Z C (M) on peut définir une structure presque complexe 
naturelle. En effet, la connexion de Levi-Civita induit une décomposition du tangent 
TZ C (M) = H © V en la somme d'une distribution horizontale et d'une distribution 
verticale (i.e. tangente aux fibres V = kerdn c ). En un point (m,u) G Z C (M), 
comme H est isomorphe à TM via d7r c , la distribution horizontale hérite naturelle- 
ment de la structure presque complexe u. La somme directe de cette structure et de 
celle sur les fibres munit Z C (M) d'une structure presque complexe naturelle notée 

Je- 



4 



Le résultat fondamental sur lequel repose la théorie des twisteurs est que l'intégrabilité 
de cette structure presque complexe dépend de la courbure de la métrique g. Plus 
exactement, notons R c le tenseur de courbure (classique) défini par R C (X, Y) = 
[Vy, Vx] + Vrx Yl" Eri dimension 4, l'opérateur de Hodge induit la décomposition 
/\ 2 TM = A + ©A~ de sorte qu'en tant qu'endomorphisme de /\ 2 TM, on a la 
décomposition du tenseur de courbure [201 El : 

r w+ + ±id b 

l B W" + ±Id ' 

L'opérateur W = W + + W~ est l'opérateur de Weyl, s est la courbure scalaire de 
g et B son tenseur de Ricci sans trace. 

Théorème [Ij. Pour toute 4- variété riemannienne orientée {M, g), la structure 
presque complexe J c est intégrablc : 

a) sur Z+(M) si et seulement si g est anti-autoduale, c'est-à-dire W + = 0. 

b) sur Z~(M) si et seulement si g est autoduale, c'est-à-dire W" = 0. 

Pour montrer ce théorème, on identifie les éléments de /\ 2 TM avec les endomor- 
phismes antisymétriques de TM et on calcule le tenseur de Nijenhuis de J c . Au point 
(m, u) G Z C (M) on montre qu'il est nul si et seulement si pour tout 9i, 6j £ T m M : 

R c (6i A 0j — u9i A u9j) + uR c (u6i A 9j — 9i A u9j) commute avec u. 

L'étude de cette contrainte nous donne alors le théorème [31 [TT] . 

4. Espace de twisteurs généralisés en dimension 4 

On considère ici encore {M, g) une 4- variété riemannienne orientée (connexe). 
La métrique riemannienne sur TM se prolonge en une métrique sur TM encore 
notée g. On notera O g (TM) le fibré des endomorphismes de TM orthogonaux pour 
la pseudo- métrique < ., . > et pour la métrique g. 

Définition. On définit le fibré des twisteurs généralisés ir : Z(M) — 5- M comme 
le fibré des structures presque complexes généralisées sur M compatibles avec la 
métrique : 

Z(M) = {ue O g (TM)/u 2 = -Id}. 

Comme nous l'avons vu avec l'exemple 1, toute structure complexe sur M compat- 
ible avec g définit une structure complexe généralisée compatible avec g. On a donc 
une inclusion naturelle Z C (M) C s- Z(M) . 

Remarque. L'espace de twisteurs ainsi défini n'est pas le même que celui étudier 
par Davidov et Mushkarov [Hl HU] ■ H ressemble plus à celui d' Atiyah, Hitchin et 
Singer dans la mesure où l'on ajoute une contrainte métrique. D'autre part, comme 
notre espace de twisteur est plus petit, la condition d'intégrabilité sera moins restric- 
tive. Par contre notre définition généralise totalement aux 4- variétés riemanniennes 
orientées, celle donnée par Bredthauer [3] pour les variétés hyperkàhlers général- 
isées. 

Soit U un petit ouvert de M sur lequel on peut définir (éq, ... ,64) une base or- 
thonormée directe pour g . On note (9*, . . . , 9%) sa base duale. 
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Proposition 1. La base (0i, . . . , #4, 0*, . . . , de TM induit la trivialisation suiv- 
ante : 

tt" 1 ^) ~ H ç ^ /P, Q G so(4), PQ + QP = et P 2 + Q 2 = -Id 

Preuve. Dans la base considérée, la pseudo- métrique < ., . > s'écrit — f ^ ^ 

Soit m G Z(M), comme u est une structure presque complexe généralisée il est de 

la forme: u = ( ^ 1 avcc Q>R ^ so(4). D'autre part, comme la base est 

orthonormée pour la métrique g et que u est compatible avec g on a it 2 = — Jd et 

'ira = Id ==> 'u = — u. On a donc bien u = f q ^p^j avcc ^ ^ ^ so (4)i PQ + 

QP = et P 2 + Q 2 = — /d. Réciproquement toute matrice de cette forme convient. 
□ 

Proposition 2. La base + 0!f, . . . , 4 + 6%, 6 X - 0J, . . . , 4 - 6%) de TM induit 
la trivialisation suivante : 

Preuve. Dans cette base la matrice de la pseudo-métrique est ( ^ ^ J tandis 

que celle de g est ( \ . Donc pour tout u dans Z(AI), comme u est une 

structure presque complexe généralisée il est de la forme: u = \ U J. ) avec 

\ Q u 2 J 

Q G so(4). Par ailleurs u est compatible avec g donc tt = —u. Ce qui donne 
Ul \ „™. ... ... c n/Vrt ^ .,2 _ ..2 



u = ( q u J avec u\,U2 G 0(4) et = u\ = — Jd Réciproquement toute 
matrice de cette forme convient. □ 

On vient de voir qu'au-dessus de notre ouvert U les 4 composantes connexes de 
Z(M) sont : 

Z++(M) ~ {( ^ ) /(« 1>U2 ) G Z+(4) x Z+(4) 
~ (f ^ M /(«i,« 3 ) G Z~(4) x Z-(4) 



»1 








"2 


m 








»2 


Ul 








"2 


Ul 








"2 



Z+-(M) ^ {( q 1 ° a ) /(ui,u 2 ) G Z+(4) x Z-(4)} 



Z"+(M) ^ |( q U2 J /Ktta) € Z c "(4) x Z+(4) 

Chacun de ces fibrés a pour groupe structural (SO^) agissant de façon diagonale 
sur la fibre S 2 x S 2 . 

On a déjà vu que le fibré Z C (M) pouvait être considéré comme un sous-fibré de 
Z(M). Plus exactement on a, au-dessus de U : 

Z+(M) ~ | ( JJ 1 Me Z++(M)/«i - U2 | C Z++(Af) 



Z-{M)^U l 1 ) GZ-(M)/ Ul = u 2 \cZ-(M). 

On veut maintenant faire le lien entre notre définition d'espace de twistcurs et la 
notion de structure Kàhler généralisée. On rappelle qu'en identifiant TM et T*M 
grâce à la pseudo- métrique < ., . >, la métrique g sur TM peut-être vu comme un 
' g- 1 



endomorphisme G = y g g ) dc ™ = ™ © T * M - 

Proposition 3. Le fibré Z(M) est le fibré des structures (presque) Kàhler général- 
isées compatibles avec la métrique riemannienne g : 

Z(M) ~ ^{JiiJi) structures complexes généralisées/ J\ J2 = J2J1 = — g|. 

Preuve. Entre la base (61+6*, . . . , #4 — #4) et la base (61, ... , 6%) on a le changement 
de base suivant : 

Z(M) — > Z(M) ( P = "i + "2 

' ui \ 7 , = ( P Q\ avec { _ ui - ua 

u 2 J Jl \ Q P ) { Q= 

De sorte que si on définit dc façon symétrique Ji=\ ? ^ ] on a J\Ji = JiJ\ = 



v P 

—G. Les éléments de Z(M) définissent bien une structure Kàhler généralisée sur TM 
compatible avec g. Réciproquement étant donnée une structure Kàhler généralisée 
(j7i , J2) sur TM compatible avec g, il existe |13J u± et ui deux structures complexes 
sur TM compatibles avec g telles que dans une base (61,62, ... ,0^,6^) orthonormée 
pour g on ait 

j _ 1 ( Ml + U 2 Ui - 1t 2 \ ^ _ 1 ( U X - U 2 Ui + M 2 \ Q 
1 2 \ ui — U2 u\ + U2 J ' 2 2 \ Ul + «2 U\ — Ul)' 

L'orientation sur TM induit une orientation sur T*M et donc sur TM. Pour finir 
le parallélisme avec le cas classique, il est naturel d'introduire le fibré des structures 
presque complexes généralisées compatibles avec la métrique et l'orientation : 

Z + (M) = {u e O g (TM)/u 2 = -Id et u » 0} 

Z~(M) = {ue O g (TM)/u 2 = -Id et u « 0} 

et de voir le lien avec ce que nous avons déjà défini. 

On définit la parité d'une structure complexe généralisée comme la parité de 
son type. Dans le cas où la dimension de M est un multiple de 4, on sait que les 
endomorphismes U\ et 112 qui définissent une structure presque Kàhler généralisée 
doivent avoir la même parité (paire, paire) ou (impaire, impaire). Dans le premier 
cas Ui et u 2 induisent la même orientation, dans le deuxième ils induisent deux 
orientations opposées [T^l [T3] . Ce qui donne, 

Proposition 4. 

Z+(M) = Z ++ (M) U Z (M) 

= {Vi , J<i)IJ\Ji = -G et le type de Ji et de J 2 est pair j 

Z~(M) = Z + -(M)UZ~ + (M) 

= {(Ji , J^jJxJi = -G et le type de Ji et dc J 2 est impair j 
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5. Structure presque complexe généralisée sur Z(M) 



Soit V = kerdir l'espace vertical tangent aux fibres de ir : Z(M) — > M. Le 
groupe structural des fibres Z++(M), Z~ + (M), Z + ~(M), Z—{M) est 50(3) et 
leur fibre s'identifie à S 2 x § 2 . Il existe donc une structure complexe sur V et donc 
une structure complexe généralisée sur V © V* — > Z(M). De plus, la connexion 
de Levi-Civita sur M nous fournit une distribution horizontale H dans TZ(M) 
isomorphe à TM via dir. En un point (m,it) G 7r _1 (W) on peut donc définir la 
structure presque complexe généralisée J sur TZ(M) comme la somme directe de 
la structure complexe naturelle sur V ®V* et de l'action de u sur H © H*, après 
identification avec TM © T*M. 

Remarque. La structure presque complexe généralisée JT n'est pas la ^-transformation 
d'une structure symplectique ni d'une structure complexe sur Z{M). Il y a même 
"un phénomène de saut" pour le type. Plus précisément la proposition 4 nous dit 
que J est : 

a) de type trois sur Z(M) + ~ et sur Z~ + (M) 

b) de type quatre sur Z C (M) C Z++(M) U Z—(M) 

c) de type deux sur le complémentaire de Z C (M) dans Z ++ (M) U Z~~(M). 
Le résultat principal de cet article est le suivant. 

Théorème 1. Pour toute 4- variété riemannienne orientée (M, g), la structure 
presque complexe généralisée J est intégrable : 

a) sur Z ++ (M) si et seulement si : g est anti-autoduale et Ricci plate. 

b) sur Z~~{M) si et seulement si : g est autoduale et Ricci plate. 

c) sur Z H (M) si et seulement si : g est plate. 

d) sur Z h (M) si et seulement si : g est plate. 



Le résultat suivant nous donne les variétés compactes sur lesquels on peut appliquer 
le théorème. 

Proposition |14j . Soit (M, g) une 4- variété compacte orientée munit d'une métrique 
anti-autoduale Ricci plate alors : 

a) soit (M, g) est plat 

b) soit le revêtement universelle de M est une surface K3. 

Dans le deuxième cas il y a les surfaces K3, les surfaces d'Enriques [5] et leur 
quotient par une involution anti-holomorphc. En particulier, si M est une surface 
d'Enriques on a une structure complexe généralisée non triviale sur Z ++ (M ). Pour 
les surfaces K3 (et les tores plats) qui sont hyperkàhlers, l'intégrabilité de J sur 
Z ++ (M) était un résultat déjà connu de Brcdthauer [5]. 

Pour démontrer ce théorème nous allons donner des familles génératrices de champ 
de vecteurs pour les distributions verticales et horizontales que nous appellerons 
vecteurs basiques. Nous étudierons alors leur crochet de courant, nous pourrons 
alors calculer le tenseur de Nijenhuis et démontrer le théorème. 
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5.1 Vecteurs basiques 



Distribution verticale 

On note 0(4, 4) le groupe des isométrics de (r 4 © M 4 *, < ., . > ^ , U(2, 2) le groupe 

des applications hermitiennes de (c 2 © C 2 *, <.,.>), 9 (4, 4) = 0(4, 4) n 0(8) 

et U g (2, 2) = U(2, 2) n i/(4). Si (0i, . . . , 6> 4 ) est une base orthonormée directe de 
M définie au-dessus d'un ouvert U et (0*, . . . , 6\) sa base duale alors le fibré 7r : 
Z(M) — > M est trivial au dessus de U: 

7T _1 (W) - ^ x Z(4), avec Z(4) := {u G O g (4,4)/u 2 = -7d}. 

Comme dans le cas "classique", il est facile de voir que le groupe O ff (4, 4) agit tran- 



avec Iq = 



(0-1 \ 
1 

-f 

1 / 



In 



sitivement sur Z(4) par conjugaison. En particulier, si on note Jq - 

alors l'application: 

a: O fl (4,4) — > Z(A) 

P i — > u = PJoP' 1 

est surjective et son noyau est isomorphe kU g (2, 2) de sorte que Z(A) ~ O g (4, 4)/U g (2, 2). 

Proposition 5. L'espace vertical V — kerdir du fibre ir : Z(M) — y M a pour 
fibre au-dessus d'un point (m,u) G 7r _1 (W) : 



Uu,A] = uA — Au/A e so s (4,4)|. 



Preuve. L'application a : O g (4,4) — > Z(4) est surjective donc sa dérivée aussi : 

d P a: T P O s (4,4) — > T„V 

X i — ^ [XP- 1 )u-u(XP- 1 ) = -[u,A] 

avec A = IP" 1 e so 5 (4,4). □ 

De façon naturelle nous noterons so g (TM) le fibré tangent TjdO g (TM). 

Définition. A toute section A : M — > so g (TM) on associe le champ de vecteurs 
A sur Z{M) qu'on définit au point (m, u) G Z(M) ~Ux Z(4) par la formule 

A = [.,A]-. 

L'opérateur — — est là pour insister sur le fait que c'est un champ de vecteurs vertical. 
ou 

Un tel champ de vecteurs est dit basique. 
Distribution horizontale 

La connexion de Levi-Civita sur TM induit une connexion sur T*M et donc sur 
TM, nous la noterons V. En coordonnées cela donne 
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avec T"_ = i p_ J et où sont les symboles de Christoffcl usuels. 

On définit rj la 1-forme de connexion sur TM à valeurs dans so g (4, 4) et R g son 
tenseur de courbure (généralise) défini par: 

R g (X,Y)Z = [V x , V y ]Z + V [x , y] Z, VX,y G TM et VZ G TM. 

On rappelle qu'avec ces conventions on a R g — —(dr) + rj Arf). Par anti-symétrie, 
on écrira parfois R g (X A Y) plutôt que R g (X,Y). 

Cette connexion induit une décomposition TZ(M) = V © H, où H est une 
distribution horizontale isomorphe à TM via dir. Plus exactement la 1-forme de 
connexion sur O g (TM) est définie au point (m, P) G IÀ x O s (4,4) par : rop = 
{p- x T- m P)W m + P-HP. Ce qui donne 

w P : TpO g {TM) — > so 9 (4,4) 

(X,7>) (F- 1 T; n .P)^(X) + p- 1 7'. 



Proposition 6. Soit X un champ de vecteurs sur M défini au-dessus de IÀ. Le 
vecteur X admet un relevé horizontal dans T( m .p)O s (TM) ~ T m M x TpO g (4, 4) 
défini par: 

Preuve. Par linéarité, il suffit de regarder 9f. = &k+ £fc -§p le relevé horizontal de 9k 
dans O g (TM). Comme w P (9 k ) = on doit avoir: (P^T^P) + (P -1 6fe) = <*=S> 
& = - T L P - Et donc: 



Proposition 7. Soit X un champ de vecteur sur M défini au-dessus de U. 
relevé horizontal de X dans TZ(M) est le champ de vecteurs : 



Le 



X := X 

Un tel champ de vecteurs est dit basique 



) ^ =x + v (x). 



Preuve. Le fibré Z(M) — > M a pour fibre O g (A, 4)/U g (2, 2) et pour groupe 
structural O fl (4, 4). C'est le fibré associé à O g (TM) défini comme le quotient de 

O g (TM) x °/| 4 ' 4 j Par l'action : 

0,(4,4) x OaÇSM) x °gj 4 ' 4 j _> o (TM) x 
9V ' ' 9V 7 f/ ff (2,2) 9V 7 ^(2,2) 

(P,«,W) ^ (aPlP- 1 *]) 

Au-dessus de notre ouvert IA ces deux fibrés sont triviaux. On se donne j7o une 
section locale de Z{M) définie au-dessus de U. On peut alors définir, toujours 
au-dessus de 14, l'application : 

a : O g (TM) — > Z(M) 
P •— ► PJoP" 1 

alors da(9k) est le relevé horizontal de 9k dans Z(M) or : 



10 



'■'du 

e k + r,(e k ). a 



Distribution duale 

On identifie le dual de V (resp. de H) noté V* (resp. H*) avec les 1-formes sur 
TZ(M) nulles sur H (resp. sur V). 

Proposition 8. Pour toute 1-forme £ G T*M, son relevé horizontal est la 1-formc 
définie par £ = 7r*£. C'est une section de H* — > Z(M). Une telle forme est dite 
basique. 

Preuve. Il est clair que £ G T*Z(M) et 7r*(£) = £. Et comme £(Â) = pour tout 
vecteur vertical basique A. On a bien défini le relevé horizontal de £. □ 

On a un isomorphisme naturel entre l'ensembles des matrices 4x4, notée M4QR) et 
son dual M 4 (R)* donné par 

M 4 (K) — >• M 4 (R)* 

S 1 — > B* où B* : M 4 (M) — >• M 

^ 1 — >• tr{ l BA) 

Plus généralement tout champ de vecteurs vertical basique B définit une 1 forme 
B * sur V. 

Proposition 9. Pour toute section B du fibré so g (TM), la 1-forme B* définie par 

B* = B * -B*(fr w )ff* 
est verticale. Une telle forme est dite basique. 



Preuve. B* est une 1-forme sur TZ(M) et comme B*{6 j ) = B*(T- jm )-B*(T- jm ) = 0, 
on a bien B* G V*. □ 



Conclusion. Au-dessus de notre ouvert U, l'espace tangent généralisé TZ(M) est 
engendré par des vecteurs et des formes basiques : 



V = vectiA/A G so g (TM) 

V* = vectiS* l 'B G so g (TM) 

H = vectlêi/i G {1,...,4} 

H* = vect[6*/i<E{l,...,4} 



Proposition 10. Pour tout A,B*,8i,9* vecteurs et formes basiques, la structure 
presque complexe généralisée J sur Z(M) au point (m, u) vérifie: 



J : V ®V* 
Â®B* 



V®V* 
uÂ © uB* 



H® H* 
% © 0* 



if © 

u6i + u6^ 



11 



uB* : V — > M 
avec < ~ — , - 

A i — > -B*(uA). 



5.2 Crochet de Courant 



La proposition suivante donne les expressions des crochets de courant de vecteurs 
et de formes basiques. Nous en aurons besoin pour calculer le tenseur de Nijenhuis 
de JJ. 

Proposition 11. On se donne une base orthonormée directe (0i, ... ,6a) définie 
sur un ouvert IA et normale au point m. Soit A,B deux sections de so g (TM). On 
dira qu'une section est constante si elle l'est dans notre trivialisation au-dessus de 
U. 

1. [Â,B] = \A\B\. 

2. [6i, A] = 9i.A + [r)(6i), A] (= au point m si A est constant). 

3. [0i, 9j] = [0i, 9j] — R g (0i, 0j). 

4. [0i, B*] est la 1-forme horizontale définie au point m si B est constant, par : 

[0i,B*]: H — > R 



'j 



B*(r^0 3 )). 



5. [A, 0t] = 0. 

6. [0i, 0j] = au point m. 

Preuve. 1. Pour tout A, B section de so g (TM) on a : 

[Â,B] = \[u,A]^-,[u,B}^-' 
L ou oui 

= ([[u,A],B] - [[u,B],A]^ 



du 



[A B] 



2. Par conséquent : 



[6 U A] = [Oi + ttie^A] 
= 0i.A+\rfèi),A] 

= au point m si A est constant. 
3. Étant donnée l'expression du relevé horizontal d'un champ de vecteurs on a : 

[0i,0i\ = [ei + ^),0i + nW)\ 

= [9 t ,9,} + - 0^1+ [v(0l)M0jï^ 
= [BiJQ + n([9i,6j]) + dti(6i,6j) + +[v(6 i ),ri(6 j )] 

= [0i,0j] — Rg(9i, 0j)- 
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4. Par définition du crochet on a : [6i,B*] = l/2d(B*(9 l )) +i~ dB*. Avec B*(§i) = 

0. Par linéarité, il suffit d'évaluer [9i,B*] sur des vecteurs basiques 9 3 + A avec A 
constant. En utilisant les deux points précédents, on en déduit que : 

dB*(fli, flj +Â) = %. B*[6j + Â) - (6j + Â). &@Jj^([(î i ,{) j + Â]) 
= %. B*(Â) - B*([6i,Â}) + B* (ll^èj)) 
= B* I R g (0i, 9j) ) au point m si B est constant. 



5. De même [Â, 9*} = l/2d(èJ(Â)) + i^d9*, avec 9*(Â) = 0. On a donc : 

dêt(Â, 9j + B) = Â 9t0j + B) — fa + B). e*{Â) - 9*([Â, 9 3 + B)) 
= car [Â, 9j] G V. 

6. Enfin, toujours par définition du crochet de Courant : [#;,6>*] = l/2d(9*(9i)) + 
i-gdQj = ijj.dOj car 9*(9i) = ëij. D'autre part, au point m on a 

d9* (9 z ,Â+9 k ) = 0i^(Â+6 k ) - (Â+9 k ).9*(9 z ) - 9*([9 l ,Â+9 k }) = 0. □ 

En utilisant cette proposition on peut maintenant étudier le tenseur de Nijenhuis. 
Théorème 2. Au point (m, u) G 7r _1 (W) avec u = ( U „ 1 ^ ] , le tenseur de 



u 2 

Nijenhuis est nul si et seulement si V0j, 9j G TM, Vw a , Ub G {ui, u 2 } ■ 
R g (9i A 9j^r a 9i A u b 9 3 ) + uR g (u a 9 l A~6~^ 9 t A u b 9j) = 0. 

Preuve. On se place dans des coordonnées normales en m. Comme le tenseur 
de Nijenhuis est bilinéairc, on l'étudié uniquement sur des vecteurs et des formes 
basiques. 

Intégrabilité verticale 

La restriction de J au sous-espace vertical définit une structure complexe sur les 
fibres de tt : Z(M) — >• M isomorphe à CP 1 x CP 1 . Par conséquent, Nij(U, V) = 
pour tout (U, V) G V © V*. 

Intégrabilité horizontale 

Lemme 1. Au point (m, u) G ■k^ 1 {U) avec u — ( U ^ ^ ) et pour tous champs 

\ U U-2 J 

basiques 9^±~9*, (Ç±~61j G H © H* on a : 

a) Nij(67+^t> e 7+^j) = R g{ Q i A ^/-Wi^ A ui%)-Ktiï g (ui^ A'6~+9 i A Ui^). 

b) Nij(67^6i,6j^6ï) = R g (6i A fl/^^ft A u 2 flj)+«^(«a^ A ^7+ ^ A «a^i)- 

c) X/jilK ■ 0;.l), ~V = i? ff (^ A 9 j ~^T 1 9. l A u 2 j )+uR g (u 1 9 i Â9 ] ~+9 i A u 2 0j). 
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Preuve. La proposition 11 nous donne [9*, 9j] = et par linéarité on a : 

[67+e*, 97+6$ [<Uy 

-R g (9 i A9 j ). 

[2&+d*),o7+q] = [<(ék+h),o7+q] 

= -R g {ui9 i A9 j ) + du l }i 

[e7TetJ{e7To*)] = pT+èj^eï+è?] 

-RgièTÀTudj) -dujj 

[W7+6t)J(e7+q)] = luUeT+otUl^T+Jf] 

= uiiieTTèi), u^T+e}] + 4>L 

= -R g {u l O l A uifij) + uljdult - uliduly 

On a montré que 

Nij(9~+~6*, 6*7+?*) = R g (9i A of^UxOi A môj) + uR g (ui6i Â9~+9i A Ui6j) 

+ u k] du M - u ki du kj ~ udu j t + udu \y 

Ce qui donne le point a) car udujj = u^du^j et udu 1 j i = u^du^. Les deux autres 
points se démontrent exactement de la même manière. □. 



Lemme 2. Au point (m,u) G tt 1 iU) avec u — ( U ^ ^ ) et pour tous champs 



Intégrabilité croisée 

jA É= tt~^-(1J\ svpr 1 it = I 

u 2 

basiques 6i ± 6* G H © H * et A e V on a : 

Nij{e7±e^Â) = o. 

Preuve. On suppose que A est une section constante. On sait qu'au point m on a 
\9- L + 6* , A] = [9i , A] = et par linéarité on trouve : 

[07+&t JÂ] = [9i,IÀ] 

= [êi,uÂ] 

= 9 i .uA + [r]{9 i ),uA} 
= 0. 

Dans la base + 9*, . . . , 64, — 9*J la section A du fibré so g (TAI) — > M est de la 
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forme A = ( j^ 1 ^ ) . Ce qui donne : 



'i i 



A] = [mOi + O^A] 

= ulA\6 k ,Â)-À x 6 i -Â 1 6* i 

= -Â(e7+èt) 

= [u 1 9. 1 JÂ} + [u 1 9*JÂ] 

= [u^ÔkjÂ} -3ÂiO* 

= u\ t [0 k , M] - Mi (&) - JÂiS? 

= -û(e7+et)- 

On a donc bien Nij(6~+~0* , Â) = et de même Nij(6~^~9* , Â) = 0. □ 
Lemme 3. Au point (m,it) G 7r _1 (^/) avec u — ( U „ 1 ^ ) notons P = 1 ~^ U2 



u 2 

Pour tous champs basiques 6i ± 6* E H (B H* et B* G T^* 
a) Nij{0i + 9*, B*) est la 1-forme horizontale : 
H — > R 



B* R„ (6i A 9« - u l B l A PB A + U R„ (urfi A 8 j + 6 { A P9 i 



b) Nij(9i — 8*,B*) est la 1-forme horizontale : 

H — ► R 

Bj i — > -B*(Rg(6i A 9j-u 2 ei A Pdj) + uR g (u 2 9i A 9 3 ; + 8 { A P0j)). 

Preuve. Par définition du crochet de Courant [8i + 9*,B*] = [8i,B*]. De plus 
et par linéarité, on peut supposer que B est une section constante de so g (TM). 

Au point m on a vu que [9i,B*](9j + A) = B*^R g (9i A6j)^j. D'autre part, par 

définition du crochet on a : [0,,XB*] = l/2d(jB*(6i)) + i^dJB* avec XB*(<^) = 
donc 

[flT+^.JB*](^+A) = [â^j^K^ + l) 

= fli. XB 5 ^ + Â) - (êj + Â). JB*(9i) - JB*([0<, 9j + 1]) 
= 8i. W*{Â)-IB^([9 i ,Â])+W*(R g {9^9 j )^ 

= $B*^R g (9i A 9j)j au point m si B est constant 

= -B^(uR g '(9~A9 j )y 
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De même : 



9î,B*}(6 J+ A) 



% + 9*, JB*} {6j +A) = [ui6 h SB*] {9j + A) 



IB*^R g (u 1 9 i Ae j 
-&(uRg(u&A6 j 



Comme J6j — P9j on a bien le point a). Par symétrie on a le point b). □ 

5.3 Démonstration du théorème 1 

On peut maintenant démontrer le théorème suivant, 

Théorème 1. Pour toute 4- variété riemannienne orientée (M, g), la structure 
presque complexe généralisée J est intégrable : 

a) sur Z ++ (M) si et seulement si : g est anti-autodualc et Ricci plate. 

b) sur Z (M) si et seulement si : g est autoduale et Ricci plate. 

c) sur (M) si et seulement si : g est plate. 

d) sur Z '"(M) si et seulement si : g est plate. 



Preuve. Si on change l'orientation sur M, le fibré Z (M) devient Z ++ {M) tandis 
que Z~ + (M) devient Z + ~(M). Il suffit donc d'étudier Pintégrabilité sur Z++(M) 
et sur Z+-(M). 

Dans la base (Oi + 6*, . . . ,64, — 6%) la 1-forme de connexion rjiOî) s'écrit encore 

r;. 
r-. 



Le tenseur de courbure généralisé R g s'exprime donc en fonction du 



tenseur de courbure classique R„ = ( ^ 2. ) . Enfin, comme u = ( " 1 ^ 

R c I \ u 2 



on a 



R g — [u, R g ] — 



[ui,R c ] 
[u 2 ,R c ] 



La condition d'intégrabilité donnée par le théorème 2 équivaut donc aux 6 con- 
traintes suivantes : 



(Cl) 


Ml, 


R c { 


%A 


9j - u\9i A u\6j) - 


\- uiR c (ui6i A 9j -+ 


OiAmOj) 


= 


(C2) 


«2, 


R c { 


%A 


9j - u\9i A uiOj) - 


\- u 2 R c {m9 l A 9j -+ 


9 l Au 1 9 J ) 


= 


(C3) 


U\, 


R c { 


%A 


9j - u 2 9i A u 2 9j) - 


\- uiR c {u 2 9 t A 9j -+ 


9 l Au 2 9 J ) 


= 


(C4) 


u 2 , 


Rc( 


% A 


9j - u 2 9i A u 2 9j) - 


h uiR c (u%6i A 6j -+ 


Oi A u 2 9j) 


= 



1G 



(C5) ui, R c (9 l A9 :i -u 1 9 l Au 2 e j )+u 1 R c (u 1 9 l Ae :j +9 l Au 2 9 j ) =0 



(C6) u 2 , ^{9, A 6j - mOi A u 2 9j) + u 2 R c {u 1 9 i A 9 3 + 9, A u 2 9j) 
On définit les bivecteurs suivants: 



= 0. 



/+ = 01 A 2 + 03 A 4 

J+ = 0i A 3 - 2 A 4 et 

A'+ = 01 A 4 + 02 A 3 



I~ = 01 A 2 - 3 A 4 

J- = 01 A 3 + 02 A 4 

K- = 0i A 4 - 2 A 3 . 



Ils définissent une base de f\ 2 TM. Plus exactement f\ + = Vect(I + , J + , K + ) et 
A = Vect(I~, J~,K~). On rappelle qu'on considère indifféremment les éléments 
de A TM comme des bi- vecteurs ou comme des endomorphismes anti-symétriques 
de TM . On vérifie ainsi facilement que les éléments de /\ + commutent avec ceux 
de A". 

Etude de l'intégrabilité sur Z ++ (M) 

(Cl) est la contrainte d'intégrabilité sur les espaces de twisteurs classiques : elle 
équivaut à g anti-autoduale. La contrainte (C2) impose alors à la métrique g d'être 
à courbure scalaire nulle. En effet pour 0; = 9i, 9j = 03, u\ = I + et u 2 = J + on 
trouve : 



9i A 9j — u\9i A u\9j = ,r 
Ui9i A 9 3 ■+ 9i A Ui9j = K 



[J+,s(J+ + J+K+)} =0 
s = 0. 



La contrainte (C5) impose alors à la métrique g d'être Einstein c'est-à-dire B = 0. 
En effet pour 0,; = 9j = 0i, u\ = I + et u 2 = J + on trouve : 

9i A 9j - u\9i A u 2 9j = -K + + K~ 
utfi A 9j + 9i A u 2 9j = J+ -1+ + J- - r 



Pour 0, 



> I+,R c (K-) + I+R c (J- 

93, u\ = I + et u 2 = J + on trouve 



= 0. 



Ai 



u\9i A u 2 t 



u\9 l A 9j + 9i A u 2 9j 
I+,R c (-K-)+I+R c (J- +1 



-K+ - K~ 
J+ -I+ + J- 



0. 



Ce qui entraîne 



I + ,R C (J-) 



0. On trouverait de même 



J + ,Rc{J~) 



et 



K + ,R C (J ) = soit R C (J ) G A et P lus généralement R c (/\ ) G A • On a 
bien B = 0. 

Réciproquement si la métrique g est anti-autoduale et Ricci plate alors l'image 
de R c est dans A~ et donc R g = d'où l'annulation du tenseur de Nijenhuis. 

Etude de l'intégrabilité sur Z + ~(AI) 

Les contraintes (Cl) et (C3) sont les contraintes d'intégrabilités sur les espaces de 
twisteurs classiques. Elles sont vérifiées si et seulement si g est localement confor- 
mément plat. 
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La condition (C2) impose alors que g est d'Einstein (i.e. B = 0). En effet pour 
61 = #1, 6j = 9s, u\ = I + on trouve : 



Oi Ai 



u\9i A u\6j 



u\Vi A 0j + Oi A ui&j 



= J+ 
= A" 



Pour 9, = 6i 



93, u\ = K + on trouve 
= J+ 



Oi A 0j - u\9i A uiOj 
U\9i A 9j + 9i A Ui^j 



Pour 6*i = 0i, 0j = 6*2, ui = J + on trouve 



6», A 9j - uidi A u±9j = 1+ 
u\9i A 9j +9iA ui9j = -K 



«a, i? c (J + )+u 2 iîc(i ; !r + ) 



«a, i?c(^ + ) - u 2 R c (I+) 



u 2 , R c {I + )~u 2 R c (K- 



= 



= 



(1) 



(2) 



(3) 



La combinaison (l)-(2)-u 2 (3) donne {u 2 ~Id)[u 2 , R C {K+)] = 0=^ [u 2l R c (K + )\ = 
Vu 2 G A~- O n a donc Rc(K + ) G A + et Pl us généralement R c (/\ + ) c A + soit 
S = 0. 

La condition (C6) impose alors à la métrique d'être plate (i.e. R c = 0). En effet 
pour 9i = #1, #j = #3, ui = / + et 1*2 = I~ on trouve : 



Oi A9j -uxt 
u 1 9 i A 0j + t 



A u 2 9j 
A u 2 9j 



J- 



-K~ 



I-, s(J- - I~K-) 
= 0. 



= 



Réciproquement si g est une métrique plate il est clair que le tenseur de Nijenhuis 
s'annule. 

6. Structure presque complexe sur Z(M) 

Un des attraits de la théorie des twisteurs est de faire un pont entre la géométrie 
différentielle et la géométrie complexe. Ainsi le résultat d'Atiyah, Hitchin et Singer 
traduit en terme d'intégrabilité d'une structure complexe, la propriété pour une 
métrique d'être autoduale. Le théorème 1 exprime lui le fait d'être plat ou autodual 
Ricci plat en terme d'intégrabilité de structure complexe généralisée. On se propose 
ici d'ajouter deux passerelles en caractérisant d'une part les métriques d'Einstein 
et d'autre part les métriques autoduales à courbure scalaire nulle. 

Pour cela, on définit une structure presque complexe sur Z(M). La connexion 
de Levi-Civita nous fournit une décomposition TZ(M) = H © V . En un point 

ui 
u 2 

complexe Ji sur TZ{M) comme la somme directe de la structure complexe naturelle 
sur V et de l'action de u\ sur H , après identification avec TM . Comme précédem- 
ment, l'intégrabilité de cette structure complexe dépend de la courbure de g. Plus 
exactement on a 

Théorème 3. Pour toute 4-variété riemannienne orientée (M, g), la structure 
presque complexe JJi est intégrablc 

a) sur Z ++ (M) si et seulement si : g est anti-autodualc à courbure scalaire nulle. 

b) sur Z (M) si et seulement si : g est autoduale à courbure scalaire nulle. 

c) sur Z" 1 (M) si et seulement si : g est anti-autoduale et d'Einstein. 

d) sur Z V {M) si et seulement si : g est autoduale et d'Einstein. 



(m, u) G 7r 1 {U) avec u 



on peut donc définir une structure presque 
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Preuve. Pour établir l'intégrabilité de Ji on utilise le lemme suivant dont la dé- 
monstration est similaire à celle du théorème 2. 



Lemme 4. Au point (m,u) G ir 1 (U) avec u = 
huis de Ji est nul si et seulement si : 



iti 
u 2 



le tenseur de Nijen- 



u, R g (6i A 9j - m6 l A Ui6j) + uRgiuiO^ A 9j — 6>j A u\0j) 



= 0. 



Comme précédemment, cette condition d'intégrabilité est équivalente aux deux con- 
traintes suivantes : 



(Cl) m, R c {e t a 6j - mOi a mêj) + u 1 R c (u 1 e l a e 3 - e % a mOj) 

(C2) u 2 , R c (0i A 6j - mOi A uiOj) + u 2 R c (ui9 l A 6j - 6 % A mOj) 



= 
= 0. 



On a vu que sur Z ++ (AI) la condition (C2) est équivalente à W + = s = 0. La 
condition (Cl) est alors automatiquement vérifiée. 

De même on a vu que, sur (M) la condition (Cl) équivaut à demander à la 
métrique g d'être anti-selfdualc et la condition (C2) équivaut à demander à g d'être 
Einstein. 

L'intégrabilité sur Z — (M) et sur Z'+{M) se déduit de celle de Z ++ (M) et de 
Z^ (M) en renversant l'orientation. □ 



Soit G 



la métrique g vu comme endomorphisme de TM. C'est 



g- 1 
9 

une involution dont nous notons C + et C~ les espaces propres associés aux valeurs 
propres +1 et —1. Dans une base orthonormée {6-y, . . . , 64) on a C = Vect[B\ ± 
91, ... , 6*4±#4). Comme les éléments de Z(M) sont compatibles avec g, ils stabilisent 
C + et C~ . On introduit donc Z(C~) l'ensemble des structures presque complexes 
sur C~ compatibles avec g. Par restriction, on a la projection naturelle de Z(M) 
sur Z{C~) : 

pr_ : Z(M) — > Z(C-) 
(m,u) 1 — > u\ c - = u 2 

Définition. On dira qu'une structure presque complexe sur Z(M) est semi-intégrable 
si la projection sur Z(C~) de son tenseur de Nijcnhuis est nulle. 



Par définition Ji est semi-intégrable si et seulement si la condition (C2) est vérifiée. 
Dans la démonstration précédente, on a vu que sur Z ++ (M) la semi-integrabilité 
entraînait l'intégrabilité. Ce n'est pas le cas sur Z^ {M). Plus précisément : 

Proposition 12. La structure presque complexe JJi est semi-intégrable sur Z^ (M) 
(ou sur Z '"(A/)) si et seulement si la métrique g est d'Einstein. 

Cette proposition nous donne une interprétation complexe de la propriété d'être 
Einstein. 

7. Dimension quelconque 

La théorie des twisteurs classiques comme nous l'avons présentée en dimension 
4 a été étendue en toute dimension [U [T71 [TTJ [TH1 US] et en particulier aux variétés 
quaternioniques Kâhlcr. Considérons donc (M, g) une 4n-variété riemannienne avec 
n > 1. Une structure presque hypercomplexe sur (M, g) est un triplet (I,J,K) 
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de structures presque complexes compatibles avec g et telles que IJ = —JI = 
K. Lorsque /, J, K sont intégrables, on parle d'une structure hypercomplexe. Une 
structure presque quaternionique sur (M, g) est un sous-fibré de rang trois D C 
End(T M) localement engendre par une structure presque hypercomplexe. Une telle 
structure est dite quaternionique Kàhler si le fibre D est préservé par la connexion 
de Levi-Civita [S]- 

Précisément dans le cas où (M, g, D) est une variété presque quaternionique, on 
peut définir le fibré des twisteurs classiques Z C (M,D) — > M comme le fibré des 
structures presque complexes sur M appartenant à D. C'est un fibré de fibre § 2 . Là 
encore on peut munir Z C (M, D) d'une structure presque complexe naturelle. Dans 
ce cas l'intégrabilité est automatique. 

Théorème QH 119] . Pour toute An- variété quaternionique Kàhler (M,g,D) avec 
n > 1 il existe une structure presque complexe naturelle sur Z C (M,D) qui est 
toujours intégrablc. 

Comme précédemment, on se propose de donner une version généralisée de ce 
théorème. Pour cela on considère (M, g, Di, D2) une variété ricmannienne mu- 
nit de deux structures quaternioniques Kàhler. On note encore les sous-espaces 
propres de la métrique g vu comme endomorphisme de TM. La projection de C ± 
sur TM est un isomorphisme qui permet de relever la distribution D\ (resp. D2) 
en une distribution noté D+ C End(C + ) (resp. D~ C End{C~)). 

Définition. On définit alors Z(M, D\, D2) le fibré des structures presque complexes 
compatibles avec g dont la restriction à C appartient à . Au-dessus de 14 on a: 



C'est un fibré de fibre S 2 x S 2 . 

Remarque. En dimension 4, /\ + et /\~ sont les deux structures presque quater- 
nioniques sur M . Avec les notations de la section précédente on a : 



Le fibré des twisteurs classiques Z C (M, D) se réalise naturellement comme une sous- 
variété de Z(M,D,D). D'autre part, la même construction qu'en dimension qua- 
tre, permet de munir Z(M, Di, D2) d'une structure presque complexe généralisée 
naturelle J qui n'est pas la B-transformation d'une structure complexe, ni d'une 
structure symplcctiquc. 

Théorème 4. Pour toute An- variété quaternionique Kàhler (M, g, D\, D2) avec 
n > 1, la structure presque complexe généralisée J sur Z(M, Di, D2) est intégrable 
si et seulement si l'une des deux conditions suivantes est vérifiée: 

a) la courbure scalaire de g est nulle 

b) les éléments de D\ et de D 2 commutent. 

Les variétés hypcrkâhlcrs généralisées admettent naturellement deux structures 




Z++(M) 
Z+ (M) 
Z~+(M) 
Z—{M) 



z(m,a + ,A + ) 
z(m,a + ,A~) 
z(M,/\ ,A + ) 
z(M,A ,A )• 
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quaternioniques Kàhler, ce théorème s'applique donc en particulier à ces variétés. 
On retrouve alors le résultat de Bredthauer [5] . 

Preuve. Toutes les constructions précédentes marchent encore. On conserve donc 
les notations précédentes. Le théorème 4 est une conséquence des trois lemmcs 
suivants. 

Lemme 5. Le tenseur de Nijenhuis est nul si et seulement si pour tout u a ,ui, S 
£>l x D 2 : 

R g (9i A 6j - u a 0i A u b 6j) + uR g (u a 6 t A 6j + 6 t A u b 6j) = 0. 

La démonstration de ce lemme est identique à celle du théorème 2. 

Lemma 6 [5]. Soit (M,g,D) une 4n-variété quaternioniquc Kâhler et r(., .) le 
tenseur de Ricci de la métrique g. On note (/, J, K) une structure presque hypcr- 
kâhlcr qui engendre D au-dessus d'un ouvert de M. Au-dessus de cet ouvert et 
pour tous champs de vecteurs X, Y G TM on a : 

[R C (X, Y), I] = j(X, Y)J - p(X, Y)K { a(X, Y) - ^r{IX, X) 

[R C (X, Y), J] = - 7 (X, Y)I + a(X, Y)K avec <^ (3(X, Y) = ^r(JX, X) 
[R C (X, Y),K] = f3{X, Y)I - «(À, Y)J { j(X, Y) = ^r(KX, X) 

Lemma 7 [5j. Les variétés quaternioniques Kàhler sont d'Einstein. 

Si la courbure de g est nulle, son tenseur de Ricci est nul et il est clair que J est 
intégrable. On suppose donc que la courbure scalaire de g est non nulle. Le lemme 
5 impose les six mêmes contraintes qu'en dimension 4 toujours notée (Cl),. . .,(C6). 

La contrainte (Cl) est toujours vérifiée : c'est la condition d'intégrabilité sur 
l'espace des twistcurs classiques. Pour la contrainte (C2) on se fixe U un ouvert de 
AI et (Ii, Ji, Ki) (resp. (I2, J2, K 2 )) une structure presque hypcrkâhlcr sur U qui 
engendre Di (resp. D 2 ) ■ Pour u\ — Ii et u 2 = I 2 la contrainte (C2) s'écrit : 

(giKïB^B,) - giK^id^hBj) + g{ JM, 6,) + g(J 2 9i, hQj)) J 2 

+^-g{j 2 e i ,e j )+g{j2he h he j ) + g(K 2 iie i ,e j )+g{K 2 e i ,iie j ))K 2 = o 

f K 2 +hK 2 I 1 + [J 2 ,I 1 }=0 

1 -J2-hJ2h + [K 2 ,h] =0 

=^ h[J 2 ,h} = [K 2 ,I 1 }. 

Et par symétrie { ï 1 ^ 1 ^ , d'où on en déduit que (Id + Ii)[I 2 ,I\\ = 

{ h[K-2, Ii\ = [l2,h\ 

==> [/i,^2] = 0. Et plus généralement [Di,D 2 ] = 0. Réciproquement, si D\ 

commute avec D 2 on vérifie facilement que les six contraintes imposées par le lemme 

5 sont vérifiées. □ 
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